Master 2: Calibration de modéles:

présentation et simulation de quelques problemes
de calibration
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Plan de la présentation

1. Présentation de quelques modeles a calibrer
la. Reconstruction d'une courbe de taux / forme prédéterminée
1b. Présentation de modeéle financier généraux :
— Modeles de type paramétriques (Heston, Merton, Kou)
— Modeles a volatilité locale
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Plan de la présentation

1. Présentation de quelques modeles a calibrer
la. Reconstruction d'une courbe de taux / forme prédéterminée
1b. Présentation de modeéle financier généraux :
— Modeles de type paramétriques (Heston, Merton, Kou)
— Modeles a volatilité locale

2. Méthodologie générale et outils
» Etape 1 : Simulation d'un modeéle donné
» Etape 2 : Résolution d'un probléeme de minimisation
— Résolution par méthode linéaire
— Méthode de programmation non linéaire.
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Qu'est ce qu'un probleme de calibration ?

1. Premiere étape : Choix d'un modéle donné : position du
probléme, paramétres d'intérét ?

2. Seconde étape : savoir simuler le modeéle

3. Troisieme étape : résolution du probleme de calibration
en général = probléme d’optimisation (linéaire ou non)
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Modélisation (et calibration) de la courbe de taux

On renvoie aux pages 102-103 du polycopié de Tankov.

1. Données de courbe de taux mesurées ou récupérées
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Modélisation (et calibration) de la courbe de taux

On renvoie aux pages 102-103 du polycopié de Tankov.

1. Données de courbe de taux mesurées ou récupérées

2. Choix d'un modele de courbe de taux R : en géneral :

M
R(t) = bioi(t,7),
i=1

0 : parametres linéaires, 7 : parametres non linéaires

Master 2: Calibration de modéles: présentation et simulation d



Modélisation (et calibration) de la courbe de taux

On renvoie aux pages 102-103 du polycopié de Tankov.

1. Données de courbe de taux mesurées ou récupérées

2. Choix d'un modele de courbe de taux R : en géneral :

M
R(t) = bioi(t,7),
i=1

0 : parametres linéaires, 7 : parametres non linéaires

3. Reconstruction de la courbe de taux= calcul des parametres
du modeéle
— Algorithme d’optimisation linéaire : estimation des (6;)
— Optimisation non linéaire :estimation des 7;
= Exemples concrets : cf TOOLBOX optimisation matlab :
Standard algorithms — Demos Medium scale methods :
datdemo
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Calibration de modeles plus généraux

1. Les modeles dit affines de type paramétriques :

» Modeéle de Heston : Dynamique du couple sous jacent/volatilité

d

i = rtdt+0tth

St

do? = k(0 — o?)dt + do.dW,, d(W, W), = pdt

ou encore :  dv; = k(0 — v;)dt + 6\/vidW, avec v, =02,
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Calibration de modeles plus généraux

1. Les modeles dit affines de type paramétriques :

» Modeéle de Heston : Dynamique du couple sous jacent/volatilité

d

i = rtdt+0tth

St

do? = k(0 — o?)dt + do.dW,, d(W, W), = pdt

ou encore :  dv; = k(0 — v;)dt + 6\/vidW, avec v, =02,

» Modele de Merton : dynamique du sous jacent

Nt
Se= S0, Xe=qt+oW+ ) Y,
i=1

avec : W; : mouvement brownien standard, N; : processus de
Poisson (intensité ), variables (Y;) : gaussiennes,
indépendantes
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Calibration de modeles plus généraux

1. Les modeles dit affines de type paramétriques :

» Modeéle de Heston : Dynamique du couple sous jacent/volatilité

d

i = rtdt+0tth

St

do? = k(0 — o?)dt + do.dW,, d(W, W), = pdt

ou encore :  dv; = k(0 — v;)dt + 6\/vidW, avec v, =02,

» Modele de Merton : dynamique du sous jacent

Nt
Se= S0, Xe=qt+oW+ ) Y,
i=1

avec : W; : mouvement brownien standard, N; : processus de
Poisson (intensité ), variables (Y;) : gaussiennes,
indépendantes
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Calibration de modeles plus généraux

On renvoie aux pages 28-29 du polycopié de Tankov.

1. Example : Modele a volatilité locale : o = o(t,S;) Actif S :
modélisé par un arbre a N périodes (u, d t.q.
ud = (1 +rAT)? = (1+ r%)z) ;

SGT oy = USIT/N,m

Pi

17 - _
SiT/N,m _ 1ok QIS(;+A1I)T’m = SiT/N,m

Seyr g = dST/N,m
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Calibration de modeles plus généraux

On renvoie aux pages 28-29 du polycopié de Tankov.

1. Example : Modele a volatilité locale : o = o(t,S;) Actif S :
modélisé par un arbre a N périodes (u, d t.q.
ud = (1 +rAT)? = (1+ r%)z) ;

SGT oy = USIT/N,m

Pi

17 P _
SiT/N,m — P qIS(H—l)T’m - SiT/N,m

N

Seyr g = dST/N,m
2. Intérét de ce modeéle :
— calcul des options dépendant de la trajectoire (options

ues, barriéres) du sous jacent aisé.
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Modeles plus généraux : méthodes de simulation

Modeles de type AFFINES (Merton, Heston, Kou)

— Représentation explicite de la fonction caractéristique V,
— Prix du call fourni par Fourier inverse,

— Approximation par transformée de Fourier rapide du Call
modifié z1

1 [® A N1
o /_OO exp(—ivk)(r(v)dv ~ %21: wWm exp(—iVmk)CT(Vm),

avec (vm) points équiréparties dans [—A, A].
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Modeles plus généraux : méthodes de simulation

Modeles de type AFFINES (Merton, Heston, Kou)

— Représentation explicite de la fonction caractéristique V,
— Prix du call fourni par Fourier inverse,

— Approximation par transformée de Fourier rapide du Call
modifié z1

1 [® A N1
o /_OO exp(—ivk)(r(v)dv ~ %21: wWm exp(—iVmk)CT(Vm),

avec (vm) points équiréparties dans [—A, A].
Interét principal : Prix d'option calculé comme une simple
somme.
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Présentation des méthodes de simulation

Simulation du prix dans un modeles d'arbre

En N étapes et par évaluation Backward
» Initialisation : CN'™(T, K) = max (5¥’m - K, O) ,
m=1N+2.
» pour tout i = N —1,---0, prix de I'option pour : § = Sit
N7
(14 rAT)C™(T,K)
= pimCTEM T, K) + (1= pim — Gim) CTH™(T, K)
+qi,mC’+1’m71(Ta K)

(Pi,m), (q;,m) . probabilités de transition de |'arbre.
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Présentation de probleme de calibration

Enoncé du probleme : Etant donné un parameétre noté %
pouvant étre n-dimensionnel, le probleme géneral de
calibration d'une donnée C = (C;) (de taille N) par rapport
au modele consiste a résoudre

N
Arg mingcpn <Z |Ci — C,-Z|2> :

i=1
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Présentation de probleme de calibration

Exemples : Cas du modele Black scholes
Dans Black-Scholes standard : un paramétre inconnu : la volatilité.
Le probleme de calibration a Black Scholes revient a résoudre

N
TP = Arg mingcgo (Z G — CFF) ,

i=1

YImP — yolatilité implicite,
Vecteur des (C;)j=1,...,» = données fournies par le marché ou
simulées (a partir de données).
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Présentation des méthodes de calibration

ce type de méthode apparait dans le pb de reconstruction de courbe de taux.

Cas d'un probleme d'optimisation linéaire
Exemple : Un probleme de moindres carrés linéaires
1 Objectif : déterminer
0 = Arg mingy (37— wi| 2071 0i0i(xk) — wkl?) =
Arg ming,Erreur(n),
2 (Yk)k=1,..n= données réelles ou estimées, ¢; : fonctions de
réference, wy poids positifs
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Présentation des méthodes de calibration

ce type de méthode apparait dans le pb de reconstruction de courbe de taux.

Cas d'un probleme d'optimisation linéaire
Exemple : Un probleme de moindres carrés linéaires
1 Objectif : déterminer
0 = Arg mingy (37— wi| 2071 0i0i(xk) — wkl?) =
Arg ming,Erreur(n),
2 (Yk)k=1,..n= données réelles ou estimées, ¢; : fonctions de
réference, wy poids positifs

3 Notations : W matrice dlagonale t.q. : diag(W) = (w;),
J : matrice de taille p x n t.q. : J = (¢i(xk)) i=1,p,

k=1, ,n
4 Gradient de I'erreur :

Grad (Erreur(n)) (0) = 2(JT W0 — 20T Wy (y = (y) =
données
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Présentation des méthodes de calibration

ce type de méthode apparait dans le pb de reconstruction de courbe de taux.

Cas d'un probleme d'optimisation linéaire
Exemple : Un probleme de moindres carrés linéaires
1 Objectif : déterminer
0 = Arg mingy (37— wi| 2071 0i0i(xk) — wkl?) =
Arg ming,Erreur(n),
2 (Yk)k=1,..n= données réelles ou estimées, ¢; : fonctions de
réference, wy poids positifs

3 Notations : W matrice dlagonale t.q. : diag(W) = (w;),
J : matrice de taille p x n t.q. : J = (¢i(xk)) i=1,p,

k=1, ,n
4 Gradient de I'erreur :

Grad (Erreur(n)) (0) = 2(JTWJ)0 — 2T Wy (y = (y«)
données

5 Valeur matricielle de la solution

Omin = (JTWDHLITW)y.
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Présentation des méthodes de calibration

On renvoie par exemple au pb de régularisation entropique p111 (Tankov)

Problemes d’optimisation non linéaire

p* = Arg min,cgnf(p).

— Principe général : approche du min par itérations successives —
En général mise en oeuvre de méthode itérative consistant en la
construction d'une suite (p;)
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Présentation des méthodes de calibration

On renvoie par exemple au pb de régularisation entropique p111 (Tankov)

Problemes d’optimisation non linéaire

p* = Arg min,cgnf(p).
— Principe général : approche du min par itérations successives —
En général mise en oeuvre de méthode itérative consistant en la
construction d'une suite (p;)
1. Initialisation puis : pj11 = p; — dp,
2. Stockage de I'erreur : §, = solution d'un probleme de
moindres carrés
3. Recherche d'une nouvelle direction de descente — pji1.
4. Mise a jour du point p; (+ tests adéquats du gradient, de
I'erreur,..)
Exemple : algorithme de Levenberg-Marquardt.
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